2. ПРЕДЕЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ. 
НЕПРЕРЫВНОСТЬ 
2.1. Понятие предельного значения функции 


План 
1. Предельное значение (предел) функции 
2. Правый (левый) предел функции 
3. Предел функции при х —> с 
4. Предел функции при стремлении х к положительной (отрицательной) беско- 
нечности 
5. Бесконечно малая функция (справа/слева) 
6. Бесконечно большая функция (справа/слева) 
7. Бесконечно малые функции более высокого порядка, одного порядка, эквива- 
лентные 
8. Бесконечно большие функции более высокого порядка роста, одного порядка 
роста 
9. Теорема о пределах суммы (разности), произведения и частного двух функций 
10. Утверждение о пределах полиномов и несократимых алгебраических дробей 


Рассмотрим функцию у = {(х), определённую на некотором мно- 
жестве {х}, и точку а, быть может и не принадлежащую {х}, но обла- 
дающую тем свойством, что в любой 5-окрестности точки а имеются 
точки {х}, отличные от а. Например, точка а может быть граничной 
точкой интервала, на котором определена функция. 

Число В называется предельным значением функции у = {(х) в 
точке х = а (или пределом функции при х > а), если для любой, схо- 
дящейся к а ЧП {хи} значений аргумента х, элементы хи которой от- 
личны от а (хи +а, Уп), соответствующая ЧП {{(х„)} значений функ- 
ции сходится кр. 

Для обозначения предела функции используется следующая сим- 
волика: В = шпх-а Г (Хх). 

Число Б называется правым (левым) предельным значением 
(пределом справа или слева) функции у = /(х) в точке х = а, если 
для любой, сходящейся к а ЧП {хи } значений аргумента х, элементы хи 
которой больше (меньше) а, соответствующая ЧП {/(х„)} значений 
функции сходится к В. 

Для предела справа используется обозначение: 

Пйх-ачо Г(Х) =ЬБ или Г(а+0)=Ь, 
для левого: 
Пх-а-о Л(Х) =ЬБ или Г(а-0)=Ь. 


Правый и левый пределы называют односторонними. 


Замечание. Если в точке а пределы функции Ё(х) справа и слева 
равны, то в точке а существует предел этой функции, равный указан- 
ным односторонним пределам. 

Действительно, пусть {хи} — любая сходящаяся к а ЧП, элементы 
которой хи =а (Уп). Пусть [хк — подпоследовательность этой ЧИ 
такая, что все хь„ > а, [х,„} — подпоследовательность, состоящая из 
элементов х„ <а (Ут). Так как Е И [ж,} сходятся к а, то из су- 
ществования правого и левого пределов функции Ё(х) вытекает, что 
УЧ { тд (хк„)] и { уз (х,,)} имеют по условию равные пределы. Обозначим 
через Б предел этих ЧП. Для любого = > 0 можно указать номер М та- 
кой, что при Ки > Ми [и > М удовлетворяются неравенства: 

а) <е и [бя,)-Б <=. 
Значит, при п > М: | (х) —Ь| < &, что и требовалось доказать. 


Число Б называется предельным значением функции у = {(х) 
при х > со (или пределом функции /(х) при х -> 09), если для любой 
ББЧП значений аргумента соответствующая ЧП значений функции 
сходится к Б: 

Пу о Д(Х) =Ь. 

Число Б называется предельным значением (пределом) функ- 
ции у = }(х) при стремлении х к положительной (отрицательной) бес- 
конечности, если для любой ББЧП значений аргумента х, элементы ко- 
торой, начиная с некоторого номера, положительны (отрицательны), 
соответствующая ЧП значений функции сходится к В: 

Шуе Л(х) =В (Ш. 1 (%) =Б). 

Следующая теорема доказывает, что арифметические операции 
над функциями, имеющими предел в точке а, приводят к функциям, 
имеющим соответствующие этим операциям пределы в точке а: 


Теорема 2.1. Пусть заданные на одном и том же множестве функ- 
ции }(х) и 9(х) имеют в точке а пределы ВБ и с. Тогда функции 
Р(х) + 9(%), Г(%) : 9(%) и [(х)/ 9 (<) имеют в точке а пределы, равные 
соответственно В + с, Б-с, Б/с (с =0). 

Доказательство. Пусть {хи} — произвольная сходящаяся к а ЧП 
(хи = а). Соответствующие ЧП {Ё(х„)}, {9(х„)} имеют в точке а пре- 
делы В и с. Но тогда, в силу теорем 1.9-12, ЧИ {Ё (хи) + 9(х„)}, 


о) 9} и Ш(х)/9(х)} имеют пределы, соответственно рав- 
ные В + с, Б-с, Б/с (с = 0). Вследствие произвольности ЧП {хи } ука- 


занные пределы являются пределами функций, образованных данными 
арифметическими операциями. Теорема доказана. 


Из теоремы 2.1 вытекает следующее утверждение: в каждой точке 
а непрерывного множества {х} пределы многочленов и несократимых 
алгебраических дробей существуют и равны частным значениям этих 
функций в точке а (в случае алгебраической дроби число а не должно 
быть корнем знаменателя). 
В общем виде это утверждение можно записать так: 
Вихп+Ь и 1хПт+ ... +1 х+Бо Риап+Ьи_1ап` 1+... +61 а+Во 


а = | 
ХА сх си_1хт-1+ ...+с1х+с,5  ста"+ст_1а"71+ ...+с1а+со 


2.2. Бесконечно малые и бесконечно большие функции 


Функция у = }(х) называется бесконечно малой в точке а (при 
х > а), если Шту-а Г (х) = 0. 

Очевидно, что если функция у = {(х) имеет в точке а предел, 
равный Б, то функция а(х) = Г(х) —Ь является бесконечно малой в 
точке а. Следовательно, такая функция }(х) может быть представлена в 
виде: Г(х) =ЬБ + а(х), где а(х) > 0 прих > а. 

Функция у = }(х) называется бесконечно большой в точке а 
справа (слева), если для любой сходящейся к а ЧП {х„}, элементы ко- 
торой больше (меньше) а, соответствующая ЧП {Ё(хи)} является ББЧП 
определённого знака. Для бесконечно больших функций используются 
следующие обозначения: 

тхъа-чо /(Х) = +6 или Д(а 0) = +0, 
их-ало ГСО = —90 или (а +0) = <. 

Пусть а(х), В (х) — две бесконечно малые в точке а функции, за- 
данные на одном и том же множестве {х}. Тогда: 

1) а(х) называется бесконечно малой более высокого порядка, чем 
“6 — |. 

В(х) 
2) функции а(х) и В(х) называются бесконечно малыми одного по- 
рядка, если существует предел Шт» а м == 0; 

3) функции а(х) и В(х) называются эквивалентными бесконечно ма- 
#2) 

Во — 

Обычно бесконечно малые функции сравнивают с какими-либо 


стандартными бесконечно малыми функциями; часто в качестве функ- 


В(х), если Штхьа 


лыми, если Их а 


ции сравнения берут (х — а)", где т — целое положительное число. Го- 
ворят, что функция а(х) имеет порядок малости т, если 


а = 0. 


х-ат 

Если функция а(х) — бесконечно малая более высокого порядка, 
чем В(х), то это записывают так: & = о(В), где о символизирует функ- 
цию, которая является бесконечно малой более высокого порядка по 
сравнению с р(х) в точке а (читается: «а равно о малое от В»). Таким 
образом, символ о(В’) означает любую бесконечно малую функцию, 
имеющую в точке а более высокий порядок малости, чем В(х). Отме- 
тим следующие очевидные свойства символа о: если у = о(В), то 

о(В) + о(у) = о(В), о(В) + о(В) = о(В). 

Для бесконечно больших в точке а справа (слева) функций А(х) и 
В(х) используется аналогичная методика сравнения. Пусть, например, 
А(х) и В(х) есть бесконечно большие в точке а функции справа поло- 
жительного знака, то есть 

ту а+о А(х) = +9, — Шиуьа+о В(х) = +0. 

Говорят, что А(х) имеет в точке а справа более высокий порядок 
роста, чем В (х), если Итх.а+о А(Х)/В(х) = +. 

Если же Ито А(х)/В(х) = с, где 0 <с < о, то говорят, что 
А(х) и В(х) имеют в точке а справа одинаковый порядок роста. 
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